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Topicos da aula

e Introducao;
e Trigonometria plana: revisao;

e Trigonometria esférica



Introducao



Triangulo Esferico

Um tridngulo esférico é uma figura sobre uma superficie
esférica que resulta quando consideramos trés grandes
circulos (ou circulos maximos) sobre essa superficie. Um
grande circulo é qualquer circulo sobre a superficie
esférica que a divida em dois hemisférios.



Importancia para a Astronomia

Em qualquer
instante, exceto
pela passagem
meridiana, um
astro forma um
triangulo esférico
com o polo celeste
de seu hemisferio
equatorial e com o
zénite do
observador.



Trigonometria plana: revisao



Angulo Plano

E a parte do plano compreeendida entre duas semiretas
concorrentes que definem o plano.



Definicao de Radiano

Um radiano (1rad)
é a medida 0 do
angulo

central que
subentende um
arco de
comprimento igual
ao raio da
circunferéncia.

0 = 1rad



Angulo em Radianos



Perimetro de uma Circunferencia



Angulo Raso em Radianos



Graus e Radianos



Angulos Particulares



Comprimento de um Arco de
Circunferéncia



Circulo Trigonomeétrico












Trigonometria no Triangulo
Retangulo



Equacao do seno num Triangulo
Qualquer



Equacao do co-seno num Triangulo
Qualquer






Trigonometria esferica













































* Consideremos a perpendicular ao plano OBC e que
passa pelo véertice em A do triangulo da figura.

* Essa reta é representada pelo segmento AP da figura.



* A partir do ponto P, tomemos agora duas retas, PN e
PM, perpendiculares, respectivamente, aos segmentos
OB e OC.

* Ao tomarmos estas retas, formamos na figura varios
triangulos (planos) retangulos: ANP, AMP, ONP, OMP e
OAP.



* Além desses, sao também triangulos retangulos OAN e
OAM.

* Usando todos estes triangulos poderemos entao
deduzir varias formulas.



Considere o triangulo OAN

O angulo com vértice em O deste triangulo mede a
separacao entre o cateto ON e a hipotenusa OA.

Este angulo é o lado b do triangulo esférico.

cos(b) = ON/OA

sen(b) = AN/OA



Analogamente, considerando o triangulo
OAM, cuja hipotenusa é OA (o raio da esfera),
teremos:

cos(c) = OM/OA

sen(c) = AM/OA



Agora os triangulos ONP e OMP, cuja
hipotenusa e OP.

Sejam novamente os angulos com veértice em
O, representados pelas letras gregas a e 3.

Podemos escrever:
cos(a) = OM/OP
sen(a) = MP/OP
cos(B) = ON/OP

sen(B) = NP/OP



Podemos escrever:
OM =0P cos a

Substituindo esta relacao na expressao
para cos(c) acima e lembrando que a + 3 =
a, temos:

OM = OA cos(c) = OP cos(a —B) =
= OP [cos(a)cos(B) + sen(a)sen(B)]

-> OA cos(c) = OP (cos(a) ON/OP +
+ sen(a) NP/OP) =
= ON cos(a) + NPsen(a)

-> OA cos(c) = OA cos(b)cos(a) + NP sen(a)



-> OA cos(c) = OA cos(b)cos(a) + +NP sen(a)

Esta linha acima resulta da expressao para ON
usando o triangulo OAN, dada anteriormente.
Precisamos agora encontrar uma expressao
para NP.

Usando o triangulo ANP (retangulo em P e com
hipotenusa AN), temos:

NP = AN cos( N ) = AN cos(C)= OA sen(b)cos(C)

onde N é o angulo com vértice em N, entre os
segmentos AN e NP.

Mas este angulo é igual ao angulo C do

triangulo esférico, ou seja, o angulo entre os
planos OAC e OBC.



(1) OA cos(c) = AO cos(b)cos(a) + NP sen(a)
(2) NP =AN cos( N") = AN cos(C)= OA sen(b)cos(C)
(2) em (1):
OA cos(c) = AO cos(b)cos(a) + OA sen(b)cos(C)sen(a)
cos(c) = cos(b)cos(a) + sen(a)sen(b)cos(C)

3 lados do triangulo esférico sao associados a um de seus
angulos



1 Lei dos cossenos para os lados:
cosa=cosbcosc+senbsenccosA
cosb=cosacosc+senasenccosB
cosc=cosacosb+senasenbcosC

 Lei dos cossenos para os angulos:
cosA=-cos BcosC+senBsenCcosa
cosB=-cosAcosC+senAsenCcosb
cosC=-cosAcosB+senAsenBcosc




Pelas formulas aplicadas aos triangulos OAN, OAM,
ANP e AMP acima, podemos também deduzir a analogia
dos senos.

Logo:

AM = OA sen(c) = AP sen(B)
AN = OA sen(b) = AP sen(C)

AP/OA = sen(b)sen(C) = sen(c)sen(B)

-> sen(b)/sen(B) = sen(c)/sen(C = sen(a)/sen(A)



] Lei dos senos:
sena/senA=senb/senB=senc/senC




] Lei dos cossenos para os lados:
cosa=cosbcosc+senbsenccosA
cosb=cosacosc+senasenccosB
cosc=cosacosb+senasenbcosC

1 Lei dos cossenos para os angulos:
cosA=-cosBcosC+senBsenCcosa
cosB=-cosAcosC+senAsenCcosb
cosC=-cosAcosB+senAsenBcosc

] Lei dos senos:
sena/senA=senb/senB=senc/senC



















Importante

1) Um triangulo esférico nao é qualquer figura de trés vértices desenhada sobre
uma esfera;

2) Para ser um triangulo esférico esta figura tem que ter lados que sejam arcos
de grande circulo;

3) Tanto os seus angulos quanto os seus lados sao medidos em unidades
angulares;

4) Os lados de um triangulo esférico sao arcos de circulo maximo que, divididos
pelo raio da esfera nos dao o angulo, com vértice no centro da esfera, entre os
pontos que eles ligam.

5) Os angulos em cada vértice do triangulo esférico representam a separacao
angular entre os planos dos grandes circulos que se interceptam naquele
vértice.



Propriedades do triangulo
esférico

1) A soma dos angulos de um triangulo esférico &€ sempre maior que
180° e menor do que 540°;

2) A soma dos lados de um triangulo esférico € maior do que zero e
menor do que 360°;

3) Os lados maiores estao opostos aos angulos maiores no triangulo;

4) A soma de dois lados do triangulo &€ sempre maior do que o
terceiro lado, e a diferenca é sempre menor;

5) Cada um dos lados do triangulo € menor do que 180° e isso se
aplica também aos angulos.



Distancia entre duas cidades









distancia “d”






