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Tópicos da aula

• Aplicações.


• Átomos hidrogenóides.


• A estrutura fina do átomo de hidrogênio.


• A estrutura hiperfina do átomo de hidrogênio.
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Física Atômica

Física Molecular
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Meteorologia e Geofísica
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Átomos hidrogenóides

�6



�7

Átomos hidrogenóides

sistema real sistema idealizado

• São aqueles formados por um núcleo e apenas um 
elétron. Ex: � ,  � , etc.1H (Z = 1) 2He (Z = 2)

transformação para as 
coordenadas do centro de massa

massa reduzida

potencial
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Equação de Schrödinger em 3-dimensões 

o potencial não depende do tempo

• Podemos então separar a função de onda �  em duas 
partes: uma espacial e a outra temporal:

Ψ

• Desta forma, obtemos a equação de Schrödinger 
independente do tempo:
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• O potencial depende apenas da distância. Assim, é mais 
conveniente escrevê-lo em termos de coordenadas 
esféricas:

−
ℏ2

2μ
1

r2 sin θ [sin θ
∂
∂r (r2 ∂ψ

∂r ) +
∂
∂θ (sin θ

∂ψ
∂θ ) +

1
sin θ

∂2ψ
∂ϕ2 ] + U(r)ψ(r, θ, ϕ) = Eψ(r, θ, ϕ)

U(r) = −
Ze2

4πε0r

• Como o �  só depende de � , podemos separar a 
autofunção em três partes:

U(r) r

ψ(r, θ, ϕ) = R(r)Θ(θ)Φ(ϕ)
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não depende 
de �  nem �r θ

não depende de �ϕ

conclusão: os dois lados são iguais a uma constante!
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Equação na coordenada azimutal ! :ϕ

• Para que a solução tenha significado física, ela tem que 
satisfazer a condição �Φ(ϕ) = Φ(ϕ + 2π)

1
Φ

d2Φ
dϕ2

= − m2
l

ml = constante

Φ(ϕ) = e−imlϕsolução

e−imlϕ = e−iml(ϕ+2π) → e−imlϕ = e−imlϕe−i2πml → e−i2πml = 1

e−i2πml = cos(2πml) + i sin(2πml) = 1

∴ |ml | = 0,1,2,3,...
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Equação na coordenada polar ! :θ

sin θ
Θ

d
dθ [sin θ

dΘ
dθ ] + l(l + 1)sin2 θ = − m2

l

ml = constante polinômios de Legendre
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Solução para ! :Θ(θ)

Θlm = NlmPm
n (cos θ)

l = |m | , |m | + 1, |m | + 2, |m | + 3,...
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Equação para a coordenada radial !r

1
R

d
dr [r2 dR

dr ] +
2μ
ℏ2

(Er2 + ke2r) = l(l + 1)

• A energia do elétron é quantidade 
e depende somente do número 
quântico � , chamado de número 
quântico principal.

n

solução Rnl = rlLnle
− r

na0

polinômios de Laguerre

En = −
μZ2e4

(4πε0)22ℏ2n2

n = l + 1, l + 2, l + 3, l + 4,...
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Para o átomo de H (Z=1):

• Estado fundamental: �ml = 0, l = 0, n = 1

En = −
μZ2e4

(4πε0)22ℏ2n2
= −

13.6 eV
n2
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ψnlml

Auto-funções de um átomo 
hidrogenóide
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ψnlml

Estados no átomo hidrogenóide

• Cada conjunto �  define um estado do sistema.


• Entretanto, a energia deste estado depende apenas do 
número quântico principal � . (mais detalhes adiante…) 

• Daí, temos mais de um estado possível para cada nível de 
energia. O sistema é degenerado.

n, l, ml

n
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Notação espectroscópica

Projeções

Camadas
n = 1, 2, 3, 4,...

K, L, M, N, . . .

Subcamadas

l = 0, 1, . . . , (n − 1)
s, p, d, f, g, . . .

−l ≤ m ≤ l
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Ordem da degenerescência

• Para cada � , existem �  valores possíveis para � .


• Para cada � , existem �  valores para � .


• Logo, para cada nível de energia � , o número de 
estados �  é:

n n l

l 2l + 1 ml

En
N(En)
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Densidade de probabilidade

Pn,l(r)dr = R*nlRnlr
2dr

• Vamos tratar da densidade de probabilidade radial:

Ψ*Ψ = ψ*nlml
ψnlml

= R*nlΘ*lml
Φ*ml

RnlΘlml
Φml
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Densidade de probabilidade

• E as densidades de probabilidade em �  e � ?θ ϕ

Ψ*Ψ = ψ*nlml
ψnlml

= R*nlΘ*lml
Φ*ml

RnlΘlml
Φml

Φ*ml
Φml

= e−imlϕeimlϕ = 1mas

• A densidade de probabilidade angular depende apenas 
de � .θ
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Densidade de probabilidade
• Combinando as probabilidades radial e angular, 

podemos representar graficamente os estados de 
energia correspondentes.
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Densidade de probabilidade
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Momento angular

Mecânica Clássica

Mecânica Quântica 
(operador momento angular)
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Momento angular

componentes do operador momento angular em coordenadas cartesianas

componentes do operador momento angular em coordenadas esféricas
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Momento angular

• Outra grandeza importante é o módulo ao quadrado do 
momento angular:

• Em coordenadas esféricas, o operador vale:
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Momento angular

• Vamos testar a hipótese de Bohr da quantização do 
momento angular.

mlℏ

l(l + 1)ℏ2
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Momento angular

• Os valores médios de �  e �  são constantes.


• Ambos estão associados a dois números quânticos 
�  que definem o estado do átomo.


• Por consequência, se o átomo estiver em um certo 
estado quântico � , as grandezas �  e �  serão 
constantes de movimento. 

• Este resultado é chamado de lei de conservação do 
momento angular orbital da Mecânica Quântica.

Lz L2

(l, ml)

(n, l, ml) Lz L2

Lz = mlℏ L2 = l(l + 1)ℏ2
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Momento angular
• E os outros componentes do momento angular?

Lx = Ly = 0

• Como � , isso significa que o vetor momento 
angular não se conserva, apenas o seu módulo.


• Este comportamento é bem diferente do previsto pela 
mecânica clássica.


• A razão para que na Mecânica Quântica o vetor momento 
angular não se conserve está relacionado com o princípio 
de incerteza: não é possível conhecer completamente as 
3 coordenadas do vetor � .

L2 ≠ (Lz)2

⃗L
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Momento angular
• Podemos representar graficamente a lei de conservação 

do momento angular orbital. Para isso, utilizamos um 
“modelo vetorial”.   


• Considerações: ✦ Módulo constante: � 

✦ Projeção bem definida na direção z: �

L = l(l + 1)ℏ
Lz = mlℏ, − l ≤ ml ≤ l



A estrutura fina do 
átomo de hidrogênio
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O efeito Zeeman
• Como o átomo de H se comporta quando submetido a 

um campo magnético externo?


• Um elétron se movendo com velocidade �  e freqüência 
circular �  num círculo de raio �  representa 
uma corrente elétrica                     e momento 
magnético


• Por sua vez, o momento angular clássico será 


• Daí:

v
ν = v/(2πr) r
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• Na presença de um campo magnético externo � , 
a energia potencial do dipolo magnético é:

⃗B = B ̂z

O efeito Zeeman

magneton de Bohr

• Agora, a energia dos estados do átomo de hidrogênio na 
presença de um campo magnético externo é:

agora, a energia do estado não depende apenas de n, mas 
também de l.

efeito Zeeman normal
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O efeito Zeeman

Esquema dos níveis de energia e 
transições �  

(absorção e missão) para o efeito 
Zeeman normal.

Δm = − 1, 0, 1

medido teórico

Estas e outras discrepâncias mostram que a teoria precisa ser 
estendida e eventualmente novos parâmetros precisam ser 

incluídos.
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Correções relativísticas

• Parte das discrepâncias entre observação e teoria 
podem ser explicadas pela abordagem não-relativística 
do problema. 


• Por exemplo, a energia clássica                         pode ser 
substituída por sua correspondente relativística:   

mas

quanticamente:

constante de estrutura fina: �α ≃ 1/137
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Correções relativísticas

• Assim, a energia de um estado do átomo de H é dada por:

• Agora, ela também depende do número quântico � .l
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O spin

• Em 1922, Stern e Gerlach fazem um importante 
experimento: um feixe de átomos de prata atravessa 
uma região com campo magnético não uniforme.
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O spin
• Classicamente, os átomos com momento de dipolo 

magnético de módulo � , podem estar em qualquer 
orientação possível do espaço com relação ao eixo do 
campo magnético. 


• Na prática, isso significa que na placa detectora 
apareceria um “borrão" centrado no eixo do imã. 

μl
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O spin
• Quanticamente, o momento de dipolo magnético orbital 

é escrito como:
magneton de Bohr

fator giromagnético orbital

• Somente alguns valores são possíveis para a componente z 
do momento de dipolo magnético do átomo. 


• Assim, o feixe defletido pelo ímã se divide em um número 
discreto de faixas .


• Como a direção z é aleatória, em qualquer direção que o imã 
for arranjado ele produzirá sempre o mesmo resultado. 
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O spin
• Em 1927, Phipps e Taylor mediram a separação para os 

átomos de hidrogênio: ele também se separava em duas 
componentes.


• Tais resultados não podiam ser explicados com os 
modelos que vimos até agora. Vejamos os motivos:
✦ O número de componentes é dado pelo número de estados possíveis para � .

✦ Para um dado � , existirão �  valores possíveis para � .

✦ Como �  é inteiro, sempre deveria aparecer um número ímpar de subdivisões e, em 

particular, uma no centro correspondendo a � .

✦ Para o átomo de H, o estado fundamental corresponde a �  e, portanto, o feixe 

não deveria se dividir.

Lz

l 2l + 1 ml

l
ml = 0

l = 0

• Conclusão: ou a teoria está errada ou falta alguma 
propriedade ainda não descoberta.
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O spin

• Tentativa: estaria faltando o momento angular do 
núcleo? Esta explicação foi descartada porque a ordem 
de grandeza da separação entre os feixes é incompatível 
com as constantes associadas ao núcleo.


• Resposta: falta uma propriedade chamada spin.
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O spin
• Os resultados de Stern-Gerlach e de Phipps-Taylor indicam um 

número par de linhas. 


• Para o H em particular, este desdobramento não deve ter 
relação com o momento angular orbital. 


• Por outro lado, como é um “desdobramento” que surge por 
efeito da interação do átomo com campo magnético, isto 
sugere um comportamento “do tipo momento angular”. 


• Vamos postular então que o elétron possui um momento 
angular intrínseco chamado de spin com as seguintes 
propriedades:

S = s(s + 1)ℏ Sz = msℏ
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O spin
S = s(s + 1)ℏ Sz = msℏ

• Como o spin tem mesma dependência formal que o 
momento angular orbital, podemos repetir a dedução do 
momento de dipolo magnético mas trocando � .L → S

fator giromagnético de spin
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O spin
• Os átomos de hidrogênio da experiência de Phipps-Taylor 

se dividiam em dois grupos com momentos magnéticos 
diferentes e opostos. 


• Como o número de estados com �  é múltiplo de � , 
isto significa que os novos números quânticos valem 
�   e � . 


• Da medida experimental da separação entre os dois 
feixes é possível obter a força média na direção de z que 
é dada por: 

μsz
2s + 1

s = 1/2 ms = ± 1/2
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O spin

• Como �  é uma constante e a variação do campo 
magnético na direção z pode ser medida, é possível 
determinar, com excelente precisão, o valor do produto 
� . 


• O valor encontrado, dentro da precisão experimental foi 
� . 


• Como � , isso leva a �  (fator de Landé).


• Medidas recentes indicam que � .

μb

gsms

gsms = ± 1

ms = ± 1/2 gs = 2

gs = 2.00232
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Interação spin-órbita
• O elétron tem um momento angular intrínseco, o spin.


• O elétron tem um momento momento de dipolo 
magnético intrínseco.


• O elétron “orbita” em torno do núcleo:
✦ No referencial do elétron, o núcleo orbita em torno do elétron com um momento angular orbital � .


✦ Isso gera um momento de dipolo magnético orbital que, por sua vez, produz um campo magnético.

✦ Este campo magnético devido a órbita interage com o momento magnético intrínseco do elétron.

✦ Esta é a interação (ou acoplamento) spin-órbita.

✦ Ela dá origem à chamada estrutura fina do H.

L



�47

Momento angular total

• Devido à interação spin-órbita, os momentos angulares 
orbital e de spin não são mais independentes. 


• O campo magnético forte interno gera o acoplamento 
entre estes dois momentos angulares. 


• Podemos no entanto definir um momento angular total: 
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Momento angular total
• Num átomo livre, a simetria esférica do problema faz 

com que ao momento angular total se conserve.

• Os valores possíveis para �  podem ser determinados de:mj

este também será o maior valor para j

�j = l +
1
2

, l −
1
2

, l −
3
2

, l −
5
2

, . . .
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Momento angular total
• Para determinarmos onde a série dos valores de �

termina, podemos usar a desigualdade vetorial:
j

• Como � , existirão dois membros da série que 
satisfazem a desigualdade: 

s = 1/2

• Se � , existirá um único valor, � .l = 0 j = 1/2
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Estrutura fina do átomo de H

• Assim, podemos escrever o produto escalar:

• E a energia:

constante de 
acoplamento spin-órbita

estrutura fina do átomo de H

A estrutura fina é um efeito Zeeman devido à interação do momento de spin magnético com o campo magnético 
interno gerado pelo movimento orbital do elétron.

Quanticamente:
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Energia corrigida

• Levando em conta os efeitos relativísticos e o 
acoplamento spin-órbita, a energia de um dado nível é 
dada por:
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Estrutura fina do átomo de H

Níveis de energia do átomo de hidrogênio considerando a correção relativística e a interação spin-órbita. As linhas 
tracejadas mostrar as previsões originais da equação de Schrödinger.

Os desdobramentos da estrutura fina somente ocorrem para os níveis � .l ≥ 1



A estrutura hiperfina do 
átomo de hidrogênio
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Estrutura hiperfina do H

• Se observarmos o espectro de H em altíssima 
resolução, veremos que os componentes da estrutura 
fina se desdobram em dois componentes.


• Essa é a estrutura hiperfina do átomo.
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Estrutura hiperfina do H

• Até aqui o núcleo foi tratado como uma partícula 
pontual.


• Entretanto, ele possui um volume e, além da carga, um 
momento angular que é chamado spin nuclear em 
analogia ao spin eletrônico:

magneton nuclearmomento magnético nuclear

fator nuclear g
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Estrutura hiperfina do H
• O momento nuclear magnético contribuiu de duas 

maneiras para a mudança e desdobramento dos níveis 
de energia eletrônicos:
✦ A interação do momento magnético nuclear �  com o campo magnético produzido pelos 

elétrons (efeito Zeeman).

✦ A interação do momento magnético eletrônico com o momento magnético nuclear (interação 

dipolo-dipolo magnético).

μN

momento angular total do átomo

Cada nível de energia �  se desdobra nos componentes hiperfinos com esta energiaEn,l, j
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Estrutura hiperfina do H

• Com um campo magnético externo, podemos ter a ação 
do efeito Zeeman:
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Desvio de Lamb
• Elétrons do átomo podem absorver ou emitir um fóton de 

energia �  durante um intervalo de tempo 
� .


• O princípio da incerteza �  permite tal processo 
sem que seja violada a lei de conservação de energia.


• Esta interação leva e uma pequeníssima mudança dos 
níveis de energia.


• Cálculos quantitativos destes deslocamentos não são 
possíveis a partir da equação de Schodinger, apenas na 
eletrodinâmica quântica.

hω
Δt < ℏ/ΔE = 1/ω

ΔEΔt ≥ ℏ
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Desvio de Lamb
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Esquema completo de níveis do átomo de hidrogênio incluindo todas as interações conhecidas até o 
momento.




