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e Momento linear
e Centro de massa
e Extensao a sistemas de varias particulas.

 Determinacao do centro de massa
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O Objetivos

Ao final da aula, vocé devera ser capaz de:
e Compreender o conceito de centro de massa.

e Ser capaz de calcular o centro de massa de um corpo.




Momento linear




Momento linear

* Quando Newton concebeu sua segunda lei, ele considerou
O produto da massa pela velocidade como uma medida da
“gquantidade de movimento” de um objeto.

* Hoje, chamamos o produto da massa pela velocidade de
uma particula de quantidade de movimento linear,

—




L
Momento linear

A quantidade de movimento pode ser pensada como uma
medida do esforco necessario para levar uma particula ao
repouso.

e Por exemplo, um caminhao pesado tem mais quantidade
de movimento do que um pegueno carro de passeio que
viaja com a mesma rapidez. E necessaria uma forca maior
para parar o caminhao, em dado tempo, do que para parar
O carro no mesmo tempo.




Momento linear

e Usando a segunda lei de Newton, podemos relacionar a
quantidade de movimento de uma particula a forca
resultante que atua sobre ela:

dp _ d(mv) dv J 2 _ dp

= M— = NMa res
dt dt dt d!

A quantidade de movimento total de um sistema de
particulas é a soma vetorial das quantidades de
movimento das particulas individuais:

’):fﬁ - 2 ’nfz;: e 2’;-
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Centro de massa e a
conservacao do
momento linear




Conservacao do momento linear

e \Vamos considerar o caso mais geral de interacao entre

duas particulas onde, além das forcas internas ao sistema,
tambéem atuam forcas externas.

* Forcas externas podem ser gravitacionais, atrito, campos
elétricos e magnéticos externos, por exemplo.
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Conservacao do momento linear

dp1 (ext)
T Fyo) + Fy
" %(91 +Pg)=Fyp +Fyy + F™Y + B
dp2 F F(ext)
—— =Py + 1
dt

|

Fig + Fpy =0,

forcas internas newtonianas

|

dP — F(ext]

dt

o momento total P do sistema
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Conservacao do momento linear

dP — F(ext]

dt

A condicao necessaria e suficiente para que o momento total de um sistema de
duas particulas se conserve € que a resultante das forcas externas aplicadas ao
sistema se anule.




L
Centro de massa

dP — F[ext)

dt

e Esta é equacao de movimento de uma unica particula de
momento P sujeita a uma forca Flext),

e Assim, podemos tratar o sistema de duas particulas como
se fosse uma so.

e Também seria possivel associar uma posicao bem definida
a esta superparticula?

e A resposta € sim!



Centro de massa

M=2m
dry N
P1=m—&-t- d N F—Md_R
< drz >P=p1+p2—ma;(l‘1+l‘2) dl_
Py =M—~

i dt | descricao em termos de uma unica particula
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Centro de massa

R é o vetor de posicao do centro de massa (CM).
0]
e O CM se move como se fosse uma unica particula de
massa igual a massa total do sistema, sobre a qual agiria
uma forca igual a resultante das forcas externas.

P{t) Exemplo: sistema formado por uma par de bolinhas
- - de mesma massa e ligadas por uma mola que sao
" SPt) arremessadas para cima numa certa direcao.

(ngl-’;t,) Pz(.t;q%m

Pt/ \ pry | O CM descrevera uma parabola, embora as pontas
tenham um movimento bem mais complicado

'Wm%m PL’("S)
Py(to) ' PAto) Py(tg)
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Centro de massa

e Consideremos agora um sistema de duas particulas de
massas quaisquer, ms € mo:

r dr, d dR
P=m17t‘-+m2 dt2 =dt(m1r1+m2r2)=M-at—
M =m,; + m,

R My + M1,
my +m,

a coordenada do centro de massa € a média ponderada dos vetores de posicao, com pesos correspondentes as

massas.

SeR=Xi+Yj+ZK,

My X1 + My X5 y.= 0¥ Yo s ok UMM i )
’ ’
my +m, my +m, my +m,

X =




L
Centro de massa

e O movimento interno do sistema € descrito pelos
deslocamentos relativos das duas particulas em relacao ao

myIy + Moy — M4y — MLT: m
I"=1—R= 121 2*1 1*1 252 — 2 (l’1—l'2)
my +m, my +m,
mr, + m,r, —mr; —m,r, ° m
I"2'=l'2-'R= 178 4l 1°1 2:2 . 1 (l’z—l'1)
my + m, my +m,
m, ; my
r{=r1—R=—T4—(r2—r1); rz-rz—R-M-(rz—q)

dry dry : ) o 4l =0
my at +m2_dt =MV +MyVy =P +Po =

o momento total do sistema relativo ao CM é nulo

m
ry=——=r{ ( myr{+m,r;=0

my




Extensao a sistemas
de varias particulas
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Extensao a sistemas de varias

particulas

e Consideremos um sistema formado por N particulas de
massas m1, mpo, ..., mn , Cujos vetores de posicao num dado
instante t sao, respectivamente, ri(t), ra(f), ..., rn(l).

e Qualquer particula i do sistema esta sujeita a forcas
internas, representando sua interacao com as demais.

e Ela também pode estar sujeita a forcas externas.

Fl(j)+Fj(l)=0 (i’;jz 1,2,...,N)

forcas internas satisfazendo ao principio da acao e reacao
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Extensao a sistemas de varias

particulas

 \Vamos escrever as equacoes de movimento do sistema de

particulas:
Y, B Fyn) + B
m1—-—- 12) ¥yt
dt?
2
mg—'---["2111*“1:2(3)‘r +F2(N)+F(em s Z (J)+F(ext) (i=1.2,...,N)
\ dt dt j=1
(J::)
dzr
N2 = Fyu) + Fyg) +.+ Fyvgy +FRY
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Extensao a sistemas de varias

particulas

e Somando membro a membro:

FIU)

N
l F(ext) z F(ext)
N

ext) i=1__
>m me ZZF,wZF
~ " dt " dt?
=1 i=1 j=1 :
(i) massa total do sistema

N
T A4==:E:ny
N ) =

resultante das forgcas externas que atuam sobre o sistema

+Fu=0  (,j=12..,N)

My + Myl +...+ MNTy
my+my +...+ My

dt2 E | M i=

vetor posicao do centro de massa do sistema de N particulas
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Extensao a sistemas de varias

particulas

 No sistema de N particulas o principio que o CM também &
o0 centro do movimento, ou seja, move-se como se O
momento total P do sistema estivesse concentrado nele
continua valido.

e Da mesma forma, o movimento interno do sistema (relativo
ao CM) é nulo.




Determinacao do
centro de massa




Determinacao do centro de massa

 Antes de estudarmos a determinacao do CM de um
sistema, vamos discutir um resultado muito importante.

e Suponhamos que um sistema de N particulas seja

subdividido em duas partes: | com N, particulas e Il com N
particulas

e Assim, temos que N = N; + Ny




Determinacao do centro de massa

NH

e Logo: MR =(M, + M ;)R = Zmr Zm kark

Ny

Nl
e Mas: MIRI=2mjrj' MRy =2mkrk
j=1 k=1

<

MR, + MRy
M, +My

R=

e Concluimos portanto que podemos substituir o subsistema |
pela sua massa M, concentrada em R| e de maneira
equivalente, a mesma consideracao vale para o subsistema Il.




e
Determinacao do centro de massa

Na determinacao do CM de um sistema, qualquer parte dele pode ser
substituida por uma particula de massa igual a parte deste, colocada no CM da
parte considerada




e
Determinacao do centro de massa

e Exemplo: vamos determinar o CM de um sistema de trés
particulas de mesma massa m, nao alinhadas.




Determinacao do centro de massa

e Até aqui trabalhamos com distribuicoes discretas de massa.
Como proceder em distribuicoes continuas?

se tivermos p(r) = constante dizemos que o corpo é homogéneo; neste caso, a massa de
qualquer volume do corpo é diretamente proporcional a este volume
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Determinacao do centro de massa

se uma distribuicao homogénea de massa tem um centro de simetria ele é também o CM
da distribuicao

e Exemplos:

+ o0 CM de um segmento de reta (fio) homogéneo € o seu ponto medio;

+ para um anel circular, € o centro do anel (note que neste caso o CM do
corpo nao esta contido no corpo);

+ O CM de uma placa retangular ou circular homogénea é o centro da
placa;

+ O CM de um paralelepipedo retangulo ou esfera homogénea é o centro
geomeétrico.

se uma distribuicao de massa tem qualquer elemento de simetria, como eixo ou plano de
simetria, o CM esta situado sobre este elemento.
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Determinacao do centro de massa

» Exemplos:

C

A

Mo/ i\

. ’ 3\
AL 2B

M,

placa triangular homogénea placa trapezoidal homogénea




Alguns exemplos
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Momento linear

e Durante um reparo do telescopio espacial Hubble, uma
astronauta substitui um painel solar avariado. Empurrando
para o espaco o painel retirado, ela € empurrada no sentido
oposto. A massa da astronauta é 60 kg e a massa do painel
é 80 kg. A astronauta e o painel estao inicialmente em
repouso, em relacao ao telescopio, quando a astronauta
empurra o painel. Depois disso, o painel se move a 0.30 m/s
em relacao ao telescopio. Qual é a subseqliente velocidade
da astronauta em relacao ao telescopio? (Durante esta
operacao a astronauta esta amarrada a nave; para efeito de
calculos, suponha que o cabo que a prende permanece
frouxo.)
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Momento linear

« Durante um reparo do telescopio espacial Hubble, uma
astronauta substitui um painel solar avariado. Empurrando
~ para o espag¢o o painel retirado, ela & empurrada no sentido
P R e Sol u Q a0 oposto. A massa da astronauta & 60 kg e a massa do painel
- € 80 kg. A astronauta e o painel estao inicialmente em
repouso, em relagao ao telescopio, quando a astronauta
empurra o painel. Depois disso, o painel se move a 0.30 m/s

Antes Depois em relacao ao telescopio. Qual é a subseqiente velocidade
Ty =y =0 da astronauta em relagao ao telescdopio? (Durante esta
) operagdo a astronauta esta amarrada a nave; para efeito de
£ Opy calculos, suponha que o cabo que a prende permanece
—_— Mg "& "!lt fmuxo]
\\
4 \
», \i
-/ \.
Paind Astronauta
- d P\ S
\ F =
L" S dl
dP. =
ss L 1LY sist
O —— » » + » v’ + »

- ‘_ — .‘. ';
logo P._ = constante 0+0=mop + m,,

my 80 kg

(-0,30m/s)i = | (0,40 m/s)i

= ) =
ek n 60 kg
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Momento linear

e Um vagao ferroviario de 14000 kg esta se dirigindo
horizontalmente, a 4.0 m/s, para um patio de manobras. Ao
passar por um silo, 2000 kg de graos caem subitamente
dentro dele. Quanto tempo leva para o carro cobrir a
distancia de 500 m entre o silo e o patio de manobras?
Suponha que os graos cairam na vertical e desconsidere o

atrito e o arraste do ar.




Momento linear

* Um vagéo ferroviario de 14000 kg esta se dirigindo
horizontalmente, a 4.0 m/s, para um pétio de manobras. Ao
~ . passar por um silo, 2000 kg de graos caem subitamente
® Reso' u an . dentro dele. Quanto tempo leva para o carro cobrir a
distancia de 500 m entre o silo e o patio de mancbras?
Suponha que os graos cairam na vertical e desconsidere o
atnto e o araste do ar.

w, = 2000 kg e Bwpols

Pirs =P

[NTU S Sy

(m_-+ m g)u“ =muy, + mg(ﬂ)

{ L. dP,
- Z F-('xl - Fg);r.'mw + Frmr:\r+ Fn - df
"lt
U, = —T)
dpP, ¥ m4mY
R RrA0sa ¥ ;p',c.\.'ml + }'u = dt A d ("I‘ = "l.-)l‘
I = = : -
d Pcs X Yia mJuo,,
0+0+0= : s
T (14000 kg + 2000 kg)(500 m)
PSP C (14000 kg)(4,00 m/s)

=1143 X 10°s
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Momento linear

e Um nucleo radioativo de torio-227 (massa 227 u), em
repouso, decai em um nucleo de radio-223 (massa 223 u),
emitindo uma particula alfa (massa 4.00 u). A medida da
energia cinética da particula a € de 6.00 MeV. Qual € a
energia cinética de recuo do nucleo de radio?
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Momento linear

« Um nicleo radioativo de tério-227 (massa 227 u), em
repouso, decai em um nlcleo de radio-223 (massa 223 u),

o ReSO| U Q éo - emitiqdo uma particula lefa (mgssa 4.00 u). A medid'a da
energia cinetica da particula a e de 6.00 MeV. Qual € a

energia cinética de recuo do nucleo de radio?

Torio-227 Ridio-223

l' . t' o R ? w “»
(% «R“ %’) aa~ ‘%Q’ -8k -

Kl’ﬂ i %"llﬂz’gﬁ th = %n’mvi\ Ku = %"‘"Z'i
2}(m 1/2 21(")1;2
z‘! — T -
‘ 2 ( m_ ) Cu ( m,_
S 2
Ku — 3 '"u’z‘u : (ZKH)LZ (ZKm)uz
oo m | — =m
&’ @ ,,l“ r ”I S
b ' 77 ” mq 4,(“) L i ==
mo =m0, K. = - K, = v (6,00 MeV) = | 0,107 MeV

"
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Centro de massa

e (a) Ache as coordenadas do CM (centro de massa) da placa
homogénea OABCD indicada na figura, dividindo-a em trés
triangulos iguais.

e (b) Mostre que se obtém o mesmo resultado calculando o
CM do sistema formado pelo quadrado OABD e pelo
triangulo BCD que dele foi removido, atribuindo massa
negativa ao triangulo.
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Centro de massa

* Resolucao:

X ()

11 = OCD, T, =0CAe T = ACB.

e (b44) = (H4)

e (140) - (44)

o (b ) G

Yo Xt +J.;;z+x3 N '{E”“%"*% “Ql“

y_ JLtya+yy _j""}li"*"‘l)_’ _ 7
3 3 18
- (48)

* (a) Ache as coordenadas do CM (centro de massa) da placa
homogénea OABCD indicada na figura, dividindo-a em trés
tridngulos iguais.

* (b) Mostre que se obtém o mesmo resultado calculando o
CM do sistema formado pelo quadrado OABD e pelo
triangulo BCD que dele foi removide, atribuindo massa

negativa ao triangulo.
Xo=% Yo=+
=% I ikt Aikiss 2
=gy deRigphigte =%
4mxl—mx L
¥ — MgXg +mX; 2 T
Mg+ m; 4m —m 2
gy secood
¥ = Ma¥q +meY: _ 4m x i P,
My + M, dm —m 18
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